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Prirodne koordinate i interpolacione
funkcije

= Interpolacione funkcije zavise od koordinata tacaka u
globalnom ili lokalnom (vezanom za KE) Dekartovom
koordinatnom sistemu, a vrednosti koordinata zavise od
velicine KE

= Pogodno je da se uvede sistem koordinata Cije se vrednosti
menjaju u unapred utvrdenim granicama (izmedu Oi Tili— 11
1) koje ne zavise od veliCine KE. Ovakav sistem koordinata

naziva se prirodne koordinate (lokalne bezdimenzionalne
koordinate)

= U sistemu prirodnih koordinata polozaj proizvoline tacke u
polju KE definise se preko koordinata cvorova KE

= Prednost prirodnih u odnosu na Dekartove koordinate je
jednostavnija integracija, a imaju i vaznu ulogu u definisanju
Siroko primenjivanih izoparametarskih KE



Prirodne koordinate i interpolacione
funkcije. 2D KE. Trougaoni KE

= KE v obliku trougla sa Cvorovima u temenima obelezenim

brojevima koji rastu suprotno od smera obrtanja kazaljke na
casovniku v 4

= Koordinate proizvoline tacke P(x.y) 2 b2, 2
se prikazuju pomocu koordinata
temena trougla

X = lel + szz + L3x3 (X 3)
3, )3

y =1Ly, + Ly, + L3ys

(x1,y1) 1 X

= Prirodna povrsinska ili frougaona koordinata L; odnosi se na i-ti
cvor u kome ima vrednost 1, a u ostalim cvorovima ima
vrednost 0, odnosno linearno se menja od vrednosti 1 u Cvoru |
do vrednosti O na stranici frougla izmedu preostala dva Cvora
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sledece relacija
L1 + LZ + L3 == 1
= Maftricni oblik prethodna tri izraza glasi

A — povrsina trougla

1 1 17(L4 1 Lq 1 [%
X1 Xy X3 {Lz} = {x} — {Lz} =7 a,
yi Y2 Y3l\lz y L; as
= gde su
111 x1 »n a1 = XpY3 — X3Y2,
AZE 1 X2 VYo —E(a1+a2+a3) by =y2—y3
1 x3 Y3 R

a; = X3Y1 — X1)Y3,
b, =y3 —y1,
Cr = X1 — X3,

Prirodne koordinate i interpolacione
funkcije. 2D KE. Trougaoni KE

= Prirodne koordinate nisu medusobno nezavisne, tj. od tri
prirodne koordinate dve su medusobno nezavisne, tj. vazi

az = X1Y2 — X201
b; =y, —y;
C3 = XZ - x1
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Prirodne koordinate i interpolacione
funkcije. 2D KE. Trougaoni KE

= Prirodne povrsinske ili trougaone koordinate mogu da se
prikazu u obliku

1 .
L; = 2 (a; + bix +c;y), i=123

a1 = X3Y3 — X3Y2, QA = X3Y1 — X1Y3, A3 = X1Yy2 — X2)1
by =y, —ys, b, =y3 —y1, b; =y, —y;
C1 = X3 — X2, Cr = X1 — X3, C3 = X2 — Xq

Fizicko znacenje prirodnih koordinata 1
lzraz u zagradi uz koeficijent 1/2zai=1 L =—
predstavlja povrsinu trougla definisanog A
koordinatama cvorova 2(x,, ¥,), 3(X5, ¥5) A

i tacke P(x, y) pa se na osnovu toga L2 = —
zakljuCuje da povrsinska koordinata L, A
predstavlja odnos povriine trougla A

P, 2, 3 (oznacena sa A,) naspram Cvora L3 = —
1 i povrsine A celog trougla A

v X




Prirodne koordinate i interpolacione
funkcije. 2D KE. Trougaoni KE

= § obzirom na osobine prirodnih koordinata (linearno se
menjaju od vrednosti 1 u cvoru na koji se odnose do
vrednosti 0 na strani naspram cvora na koji se odnose)
zakljucuje se da predstavljaju linearne interpolacione
funkcije tfrougaonog KE sa ¢cvorovima v temenima

(L1=0, L,=1, Ls=0) 20"

y 4 (0,1,0) Li=(bd/2)/(bh/2)=d/h
(L1=0, 1,=0, L3=1)3, ok b3
K ~¥1(L,=1, [,=0, L5=0)
AQ ::Lz
N3 = Lj

11,0,0)

[
»
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Prirodne koordinate i interpolacione
funkcije. 2D KE. Trougaoni KE

= Ako je f funkcija od L{(x,y). L,(x,y) | L3(x,y) operacija
parcijalnog diferenciranja po koordinatama x i y obavlja se

na sledeci nacin
L1 y2—y3 0Ly  x3—x;
3 ox 24 ' dy 24

3
af 5f aLl af af aLl BLZ Y3 — Y1 aLz X1 — X3 6Ll bi aLl Ci . 123
_— = _— —_— = , = _— _— 1= 1,2,
ox oL; 0x dy oL; 0y 0x 2A dy 24 dx 24 dy 24
i=1 i=1 dL3 _ Y1— Y2 dL3 _ X2 — X1
ox 24 ' oy 24

= Integracija po povrsini KE, kada se pod integralom javljaju
prirodne koordinate, obavlja se pomocu izraza
; - iljlk!
le(x,y)L’z(x,y)L’sf(x,y)dA “G+itke 2)!ZA

A
= gde su i, j i k celobrojni eksponenti
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Prirodne koordinate i interpolacione
funkcije. 2D KE. Trougaoni KE

= Lokacija ¢vorova

Linearni element
(linearna interpolacija ili
linearna interpolaciona
funkcija)

AY,V 2
a)

Kvadratni (paraboli¢an) Kubni element (kubna
element (kvadratna interpolacija il kubna
interpolacija ili interpolaciona funkcija)
kvadratna

interpolaciona funkcija)




Prirodne koordinate i interpolacione
funkcije. 2D KE. Trougaoni KE

= IF mogu da se odrede pomocu povrsinskih koordinata

primenom formule « (mLy—i+1 .
Nogy(L1, Lz, L3) = Ng(L)Ng(L)Ny(L3)  Ng(Ly) =4 iz1 i aa=
= pri cemu je n stepen polinoma 1 za a=0

= Analogniizrazi vaze za Ng(Ly) i N, (L3)
= Postupak obelezavanja ¢vorova

= Cvorovima KE pridruzuju se tri broja, a svaki broj se odnosi na jednu od stranica trougla za koju je frougaona
koordinata jednaka nuli pri Eemu se vrednost broja povecava sa udaljavanjem od te stranice. Vrednost broja
raste od nule do maksimalne vrednosti u femenu nasuprot te stranice

= Zbir brojeva u ¢voru KE jednak je stepenu interpolacionog polinoma

= Prvibroj je jednak 0 u ¢vorovima koji leze na stranici gde je L, = 0 i raste do maksimalne vrednosti u femenu
trougla koji lezi nasuprot te stranice

= Drugi broj je jednak 0 u ¢vorovima koji leze na stranici gde je L, = 0 i raste do maksimalne vrednosti u temenu
trougla koji lezi nasuprot te stranice

= Treci broj je jednak 0 u Evorovima koji leze na stranici gde je L; = 0 i raste do maksimalne vrednosti u temenu
trougla koji lezi nasuprot te stranice v v 010
A )

a)

001
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Prirodne koordinate i interpolacione
fUﬂkCije. 2D KE. Trougqor'i KE Nogy(Ly, Ly, Ls) = Ne(Ly)Ng(Lp)N, (Ls)

@ nly—i+1 -
Ng(Ly) = { iz i za e =

= Linearne IF Kvadratne IF ' “es?
=Ccvor 100 N; =1L, cvor 200
. — 2Ly —14+1\/2-L,—2+1

Ng(Ly) = Ne=1(Ly) = (1 b - Lt 1) Ng(Ly) = Ng=p(Ls) =( — )( — )
Ng(Ly) = Npoo(Ly) = 1 Nolla) = Ng=oll) =1y ) o1, — 1)
N,(L3) = N, —o(L3) = 1 N, (L3) = Ny—o(L3) =1

=Ccvor0l0 N, =1L, cvor 110

2-Li—1+1
Ny,=N,-o =1 Ng(Ly) = Ng=1(Ly) = ( 1 >
1-L,—1+1

NB=NB:1=< T ) _ _(2-L,—1+1\ Ng=4L1L,
N, =Ny =1 Ng(Lz) = Ng=1(L;) = ( 1 )

Ny(L3) = Ny:O(L3) =1
= Cvor001 N = Lg Ostale IF odreduju se analogno

Ny,=Ny_o=1
a a=0 N2 = L2(2L2 — 1) N3 = L3(2L3 — 1)
NB = NB=0 =1

N, = Ny_; = (1 L3 I 1t 1) Ng = 4L,L3 Ng = 4L,L3
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Prirodne koordinate i interpolacione
funkcije. 2D KE. Trougaoni KE

= Pored prethodno opisanih prirodnih povrsinskinh koordinata
moze da se koristi sistem prirodnih koordinata §in
= Preslikavanje proizvoljnog trougla (linearne IF) iz Dekartovog

koordinatnog sistema u trougao sa jedinicnim katetama u prirodnom
koordinatnom sistemu obavlja se na sledeci nacin

»

x = x1 + (X = %)& + (x3 — x1)7

y=y1+t @2 —y)é+ s —yn

3 (X31 y3)

1 (Xll yl)

2 (XZI yZ)
X

n 4

A

3(0, 1)

Trougao sa jediniCnim
katetama u prirodnom
koordinatnom sistemu

A 2"

1(0, 0) 2(1,0

N—
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Prirodne koordinate i interpolacione
funkcije. 2D KE. Trougaoni KE
= Ako je f funkcija od x i y koje su u funkcijiod ¢ in, .

f = f(x(& n), y(&, n)) operacija parcijalnog diferenciranja
obavlja se na sledeci nacin

VITXITD (or) o aapy (o
0§ o0&l Jox| _,)ox
ox aoyl\of(~Nos

%—ax an "y an on on onl \dy dy

08~ 9x 9 ' 0y 0¢ 5t
ox Oy
« gde je J Jakobijeva (Jacobi) matrica = lgi af} o A

of ofox of ay o

ox a_y X —=X3 Y2—Y3
= Sada sledi of of on  on
ox| _ )08 ro L[ -y —01-ys)
a_f ﬁ det] | —(xz — x3) X1 — X3
dy on
= gde je determinanta Jakobijeve matrice
dx Ody
_ FI3 a_g _Oxdy Oxdy _ B
det]—a_x 6_y_afan anaf—ZA—a1+a2+a3
dn dn
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Prirodne koordinate i interpolacione
funkcije. 2D KE. Trougaoni KE

= Veza izmedu elementarnih povrsina u Dekartovom i
prirodnom koordinathom sistemu glasi (pravilo smene
promenljivin u visestrukom integralu)

dxdy = det]Jdédn

= 7a KE v obliku tfrougla sa jedinicnim katetama povrsinske
koordinate glase

Li=1-¢—n L,=¢ Ls; =7
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Prirodne koordinate i interpolacione
funkcije. 2D KE. Cetvorougaoni KE

= Linearne IF

= Koristi se sistem prirodnih koordinata & i n Cije vrednosti se kreCu od - 1
do 1. Na ovaj nacin Cetvorougaoni KE iz Dekartovih koordinata x i y
preslikava se na kvadratni element jedinicnih polustrana u prirodnom
koordinatnom sistemu ¢&n a1 41 3L

3(x3, y3)

V4 4(Xa, Ya)

yyn

1(X1I yl)

206, y2) x 1(-1,-1) 2(1,-1)

= Dekartove koordinate x iy proizvoljne tacke u polju KE mogu da se

prikazu kao linearna kombinacija koordinata Cvorova xy, yq. ..., X4 i Y4
4 (X1
X = lel + szz + L3X3 + L4x4 = Z lel .:7):;
i=1 xy Ly 0 L, 0 Ly 0 L, 07])x
4 {y} =lo 1, 0 L, 0 Ly 0 L4] 123 (
Y =Liy1 + Ly, + L3ys + Lyy, = z Ly ii

i=1 \Y4/



26.5.2024. OMKE 17

Prirodne koordinate i interpolacione
funkcije. 2D KE. Cetvorougaoni KE

= Linearne IF

= /a odredivanje funkcija L; koristi se veza izmedu globalnih Dekartovih
I prirodnih (lokalnih bezdimenzionalnih) koordinata

x = a1+ a8 +azn + audn Y = as + agé + a;n + agdn
= Za koordinatu x sledi
x = A A=[1 & n é&n] al ={a1 ay; a3z a4}
= /a temena Cetvorougla vazi
x=x §$=¢§ n=n i=1234
= Koristeci prethodne izraze moze da se napise za svaki cvor KE
X1 1 -1 -1 1](%1

X 1 1 -1 -1|)a B o I
wi=li 1 1 1la X=Ea a=E1X x=AEIX

X4 1 -1 1 -—-11\%

T 4l-1 -1

1 1 1 1
L = AE-1 E_1_1—1 1 1 -1
1
1 -1 1
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Prirodne koordingte i interpolacione
funkcije. 2D KE. Cetvorougaoni KE

= Linearne IF
= Koristeci

A=[1 ¢ n &l E*%lii 4

= odreduju se funkcije L;

L =AE™!

[N [SN
| —
[uy
S N Sy
|
[y
—

1
-1

1 1
L1=Z(1—f)(1—77); Lz=Z(1+f)(1—77)

1 1
L3=Z(1+f)(1+77), L4=Z(1—f)(1+77)

= odnosno

1
N;=L; = Z(l +&EHA +nm),  i=1234

4 4 4 4
x:ZLixi:ZNixi y=zLi3’i=ZNi3’i
i=1 i=1 i=1 i=1
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Prirodne koordingte i interpolacione
funkcije. 2D KE. Cetvorougaoni KE

= Linearne IF
. Jokobijevo maftrica

[ ox Oy 6L 2 0L,

|

AN Ag i Pl ;
| 96 o | = o o | [l _1|x(- 1ﬂ>(1 ...... 7 >(1'7>(1 ...... 77> ______
x oy | |&a, &l Jy X,

- X Za_iyi

21 22

o en men s mer Ly, Lo () (L) (A-)]
v (-14&)+y, (-1- §)+y3(1+§)+y4(1 &)
Xl yl
I B /A et/ B/ B S/ RN 2
—1+& —1-& 1+¢& 1-& || x, vy,
X
oS F 24:6_L , _i%y [ Xa Vi
x| _ya )06 el NG R detd=1J 1, —J,J dxdy = detJd&d
8_f ﬁ detJ 3 8L 4 %X det)| —J,, I, =l T'a y= n
v on 11877 K - 06 i

Komentar:

Kod jako izoblicenog (distorziranog) proizvoljnog osnovnog cetvorougaonog KE, §to se
desava u slucaju kada je jedan od unutrasnjinh uglova vedi od 180°, jednozna&nost
preslikavanja je narusena pa se ovo ne sme dopustifi




2D KE. Trougaoni KE. Kvadratna
interpolacija. LST KE

= Analizira se tfrougaoni KE pravolinijskin stranica, proizvoljno
orijentisan, sa cvorovima u temenima i sredinama strana

dT={d1 dz ds d4 d5 d6}

d ={w;, v}, i=123,...,6

= Primenice se direktan postupak
za odredivanje IF analogno kao — ¥
i kod CST elementa T xu

= Raspodela pomeranja u polju KE definisana je pofpunim
polinomom drugog stepena

U=a; + ax + azy + agx? + agxy + agy?

V=a;+ agx + agy + aloxz + a;1xXy + “123’2
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2D KE. Trougaoni KE. Kvadratna
interpolacija. LST KE

= Prethodne jednacine u matricnom obliku glase |«
u=A«a T ay

= gde je A maftrica polinoma i a je vektor koeficijenata

1 x y x2 xy y¥2 0 0 0 0 O o]

A=
0 00 0 0 0 1 x y x* xy y?

al ={a1 a; a3 a, as ag a; ag A9 QA A1 A1z}

= /a Cvorove KE sledi
2 2
u=aoa +tox.+ay. +to,x. +ta.xy. +a.y.
i 1 270 3y/ 4 /2 5 /y/ 6y/ ) i:1,2,3,...,6
Vi :a7 +a8Xi +a9yi +a10Xi +a11Xiyi +a12yi

= gde su x; 1 y; koordinate i-tog Cvora, pri cemu za cvorove 4, 5i 6 vazi

(oravolinijske stranice KE) | _x+x, 27
o2 T 2

X2+X3 y2+y3

)(5 = , 5 =
2 2

XG:X1+X3' y6:y1+y3

2 2
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2D KE. Trougaoni KE. Kvadratna

interpolacija. LST KE

= Vektor pomeranja cvorova KE glasi

d = Ca
= Matrica IF glasi

N, 0 N, 0 N
I P\ 2 3
N=AC"=1g N 0 N, 0

(XY, = Xy3 = XY + X5 + XY —X,Y, )J

ON4ON50N6O]
O N, 0 N. 0 N,

1
N, = 4p° [(ZX)/Z —2XY3 = XY, + X,V = 2X,Y + XY, +XYs +2XY = Xoy, _X3y2)'

1
N, 2?[(_)()’1 + Xy, + XY — XY, —x3y+x3y1)-

(XY, =XV, = XY + XY + XY — XY, )]

1
N5 2?[_(_&’1 +Xy, t Xy — Xy, —x2y+X2y1)'

'(_Xyl +Xy3 +X1y_X1y3 _X3y+X3yl):|

~(—xy1 + XY, + XY — XY, = XY+ XY, )]

1
N, = 4A° [(—nyl T2XY3 +2X,Y = XY, =X, Y3 XY, — X Y5 = 2XY + XoY, +X3y2).
=Xy, + XY, XY = XYy — XY+ XY, )]
1
Ny = 4A’ I:(_nyl T2XY, +2X,Y = XY, = XY3 =2X,Y + X,Y1 + XY + XY, _X3y2)'

1
N, =?[_(—xy1 + Xy, + X,y — XY, —Xzy+XzV1)‘

'(Xyz XY XY XY, +X3y_X3y2):|

matrice Ci C™! nisu prikazane zbog opseznosti
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2D KE. Trougaoni KE. Kvadratna
interpolacija. LST KE

“IF

Ns

77
P )
’..'-""IJ G 1
S |
25,
e,
LT
X

= I[F se znatno jednostavnije odreduju primenom prirodnih
povrsinskih koordinata

1 11 X N 0, =XY3 = XY, Oy =X3Y; = XY, O3 =XY, =XV,
Li =ﬂ(ai +b,-X+C,-y); i=1,2,3 A:E]- X, Y, :E(Gl+02+03) b, =y, -y, b, =y; -y, b, =y, -y,
1 x; y, C, =X;—X,, C, =X, —X;, C; =X, — X,
N =L (2 -1), N, =L(2L,-1), N, =L(2,-1)
N, =4LL,, Ny =4LL;, Ns =4LL,
L(2L,-1) o L(2,-1) 0o L(2,-1) 0 4Ll 0 4LL, S O (4Ll O




2D KE. Trougaoni KE. Kvadratna
interpolacija. LST KE

N, , N oN, on, oN, ON,
[ | Mqi‘ricq B ox ox ox ox ox ox
B=| 0 ‘;Nl 0 a(;vz 0 % 0 ‘ZV“ 0 aaNS 0 % u
y y y y y
Z o o Z o o ON, ©ON, ON, ON, ON, ON, ON, ON, ON, ON, N,
6X T oL, o’ 8y T oL, 8y
| oy oOx oy Ox Oy ox oy ox oy ox oy |
b,(-1+4L,) 0 b,(-1+4L,) 0 b,(-1+4L,) 0 4(byL, +byL,) 0 4(byl, +byL,) 0 4(byl, +b,L,) 0
= 0 c,(-1+4L,) 0 c,(-1+4L,) 0 ¢, (-1+4L,) 0 4(c,l, +cly) 0 4(cyl, +c,ly) 0 4(c,l, +clly)
2A c,(-1+4L) b (-1+4L) c,(-1+4L,) b,(-1+4L) c,(-1+4L) b,(-1+4L) 4(cl +cl) 4(bL +bL,) 4(cL+cl) 4(bL, +bL,) 4(cl,+cly) 4(byL, +bL,)
[ ] (] h
= Matrica krutosti ki =— (b2Dy; + c2Ds3)
Dyy Dy O 44
11 12
k= fBTDBdV = hJBTDBdA D=|Dy; Dy O h
J 0 0 D ki—z =kpq = ab1c1(D12 + Ds33)
j K iyt k! kys = ks_q = —— (=bybyD Ds3)
f 100y Ly(x, y) L3 (x, y)dA = G+i+kT 2)!ZA 1-3 = K31 = 757 1b211 — €1C2U33
A
itd. (videti Metod konacnih elemenata, deo Il)
Komentari:

« Vektor ekvivalentnog opterecenja, raspodela pomeranja, deformacije i napona u polju KE odreduju se
analognim postupkom kao i kod CST elementa

 Prikazani element sa kvadratnom interpolacijom spada u konformne konacne elemente (ispunjena
kompatibilnost pomeranja)

+ Raspodela deformacije i napona u polju KE je linearna funkcija koordinata tacaka pa se ovaj element naziva
trougaoni element sa linearnim deformacijama ili LST element (Linear Strain Triangle element)



Serendipiti konacni elementi

= Da bi se prevazisao problem povecanja broja stepeni
slobode numerickog modela usled pojave Cvorova po
povrsini Lagranzovih KE razvijeni su KE kod kojih se uvode
cvorovi samo po ivicama

= |[F izvode se iz uslova da su im vrednosti u cvoru na koji se
odnose 1, a v preostalim ¢vorovima 0

= Takode, potrebno je da se obezbedi raspodela pomeranja
duz ivica KE koja se jednoznacno definise pomocu stepeni
slobode u Cvorovima koji pripadaju tim ivicama, odnosno na
taj nacin obezbeduje se ispunjenje uslova kompatibilnosti
pomeranja duz granica izmedu KE

= Ovakyvi elementi nazivaju se jos i Serendipiti KE



2D KE. Pravougaoni KE. Serendipiti
konacni elementi

= U Serendipiti familiju spada i pravougaoni KE koji ima cvorove
samo v temenima za koga su IF u Dekartovom koordinathom
sistemu i U prirodnom koordinathom sistemu date izrazima

Mo30-D0-)  mojD0-)

4 b
1
N, ==+ &6+ nn), i =1,2,3,4
A (R [ RV e TCiEs B

= Serendipiti konacni element drugog reda. Priizvodenju IF
pogodno je koristiti prirodne kogrdino’re

n4 n=1
4(-1,1) 7(0,1) / 3(1,1)
X — X dx
§ = dé = — b
a 8(-1,0) c 6(1,0) ¢
Y=Y In = dy g1 g1 J”
1 b 1 b Vel 1(1,-1) 5 (0, -1)\ 2(1,-1)
I‘ a > a T ‘I
Xc I’]:-l




2D KE. Pravougaoni KE. Serendipiti
konacni elementi

= Serendipiti KE drugog reda

= Serendipiti KE viseg reda mogu da se izvedu primenom Lagranzovih
polinoma i drugih poznatih interpolacionih funkcija

= I[F za ¢vorove koji se nalaze duz ivice KE (ne v temenima) odreduju
se mnhozenjem Lagranzovih polinoma drugog stepena u pravcu ivice
kojoj pripada posmatrani Cvor i Lagranzovih polinoma prvog stepena
Upravno na posmatranu ivicu

= lacvor b (§ =0,n=—1), Lagranzov polinom drugog stepena koji se

odreduje koristeci proceduru za odredivanje opisanu za
pravougaoni KE sa bikvadratnom interpolacijom glasi

. =1
L .o o=1— &2 y n ¢
5,u pravcu ivice $ a(1,1)  |7(0,1) / 3(1,1)

= Lagranzov polinom prvog stepena 8(-1 0) . 6o | €
Upravno na posmatranu ivicu glasi T

£=-1 &1 | b

1 - v
L oo Vel 10 [5(0,-1)] 2(1,-1)
5,upravn0 na 1vicu 2 a a

Xc n=-1
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2D KE. Pravougaoni KE. Serendipiti
konacni elementi

= Serendipiti KE drugog reda
= Mnozenjem prethodna dva izraza odreduje se IF za Cvor 5

1-7
Ns = (1-¢%)(——
= Analognim postupkom odreduju se IF za ostale Cvorove u sredinama
strana KE
1+¢ 1+n 1-¢
Ne = (1 —1?) T N, =(1-¢2) o Ng = (1 —-17%) .

= |F za Cvorove u sredinama strana Serendipiti KE
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2D KE. Pravougaoni KE. Serendipiti
konacni elementi

= Serendipiti KE drugog reda
= |F za Cvor 1 (teme pravougaonika sa koordinatoma & = -1, n = —1)
odreduje se oduzimanjem IF srednjih Cvorova pomnozenih
koeficijientom 1/2 od funkcije N; = 5 (1 + &&)(1 + nn)

1

1 1 1
Ny =Z(1—€)(1—n)—5N5—§Ns Ny =Z(1—E)(1—n)(—€—n—1)

= Analognim postupkom mogu da se odrede IF i za ostale Cvorove u
temenima pravougaonog KE

1 —
Np=70+HA-mME-n-1) " vy Mo o
1 8(-1,0) c 6(1,0) ’ §
Ny =21+HA+mME+n-1) - o1 |b
Ve 1(1,-) 5(0,-01)\ 2(1,-1)
1 X =1
Ny=7(1=OA+M(E+7-1) :
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2D KE. Pravougaoni KE. Serendipiti
konacni elementi

= Serendipiti KE drugog reda
= Postupak odredivanja IF za Cvorove u temenima KE

2

Je,
D

Y,
o
¥,
s,

%,
ro,
2
[
2,
9,

= |F Serendipiti KE drugog reda mogu da se prikazu izrazima za

Cvorovi u temenima Cvorove 5i 7 u sredinama Cvorovi 6 i 8 u sredinama
1 strana (n; = *1) strana (§; = 1)
Ni - = 1 + i 1 + i i + il — 1 1 1
3 (O + e = 1) M= 5 (1= (L + ) M= (=D + 6D

i=1234 i =157 =68



konacnl elementi

= Komentari

= Clanovi polinoma za aproksimaciju raspodele pomeronjc I<od
Serendipiti KE dati su na slici gore

= Kod Serendipiti KE drugog reda sadrzani su svi Clanovi polinoma
drugog stepena i dva Clana polinoma treceg stepena

= Kod Lagranzovog KE sa bikvadratnom interpolacijom raspodela
pomeranja sadrzi Clanove potpunog polinoma drugog reda, dva
Clana polinoma freCeg reda i jedan clan polinoma cetvrtog reda

= Nepotpunost polinoma kod Lagranzovog KE sa bikvadratnom
interpolacijom je veca nego kod Serendipiti KE drugog reda,
odnosno ovo je prednost Serendipiti KE

= Nedostatak Serendipiti KE u odnosu na Lagranzove KE je u slozenijoj
proceduri izvodenja IF

= Pored KE sa jednakim brojem Cvorova duz ivica mogu da se izvedu i
Serendipiti KE sa razlicitim brojem cvorova koji mogu da se primene
pri formiranju delova mreze KE na prelasku sa jednog na drugi tip KE




Izoparametarski konacni elementi

= KE osnovnih geometrijskih oblika mogu da se preslikaju (engl.
mapping) iz lokalnog prirodnog (bezdimenzionalnog)
koordinatnog sistema u razlicite geometrijske oblike sa
pravolinijskim i krivolinijskim konturama u globalnom
Dekartovom koordinatnom sistemu, pri Cemu je geometrija
elementa u globalnom Dekartovom koordinatnom sistemu
definisana IF u prirodnim koordinatama koje su jednake
funkcijama preslikavanja

= Ako se geometrija KE i polje pomeranja aproksimiraju istim IF
onda se ovakvi elementi nazivaju izoparametarski KE

= Ako su IF kojima se aproksimira geometrija elementa viseg
reda od onih kojima se aproksimira polje pomeranja radi se o
superparametarskim KE, a u suprotnom, radi se o
subparametarskim KE
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Izoparametarski konacni elementi.

Cetvorougaoni KE sa 4 ¢vora
g /\

n

. . . AN 4(Xa, Ya) X3, V3
= |F U prirodnim koordinatama 41,1 3(1,1) SRR
£ 3
Ni = Li e
: 11, 1) 2(1,-1) 100,y 20, ;)
N; (5» 77) = Z (1 + flf)(l + nin)' i=1234 Referentni (preslikani)  Realni ili fizicki eleme}\t
element

= S obzirom na to da se radi o izoparametarskom KE, geometrija
| raspodela pomeranja opisuju se istim IF

4 4
x= ) NEDx y= ) NEmy
=1 i=
4 4-1
u= Y NEDw  v=) NEDY,
i=1 =1

= gde su x; i y; Dekartove koordinate i -tog cvora realnog elementa, @
u; i v; kKomponente pomeranja i -tog cvora realnog elementa u
pravcu Dekartovih osa
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Izoparametarski konacni elementi.
Cetvorougaoni KE sa 4 cvora

n

2N

. . , Va 4(xa, ¥a) X
= Maftrica krutosti TERY wy TR
- £
k = j B"DBdV = j B"DBhdA 1(1,-1) 2(1, 1) o T _—
|74 A 1 1
dxdy = det]Jd&dn k = f f BT DBhdet]dédn
. -1-1
| — —
I\/\CITI’(ICCI\ B o N, oN, oN, oN,
% % ox ox ox ox
Jox | _ o5 | sl g Moo, N, AN 0N,
an [~ aw, v ooy Dy
| oy | | on ON, ON, ON, ON, ON, 8N, N, oN,
. . | 0y Ox oy Ox Oy Ox Oy ox |
= Jakobijeva matrica
o o] [, s,
) o of | ;agx’ ;agy' 1 xl(—1+ry)+x2(1—77)+x3(1+77)+x4(—1—77)é yi(=1+0)+y, (1-1)+y; (1+7)+y,(-1-7) _ Jy I,
= o =l %X N 4] % (=1+8)+ 3, (1= E)+x, (1+8)+x,(1=) |y (F1+E)+y,(-1=-E)+ys(1+8) 4y, (1-6) L, 1,
on on ,;617 " Son”



Izoparametarski konacni elementi.

Cetvorougaoni KE sa 4 évora

& oL, &0l |
. . 1 Z%yi _Zgyi 1 L
= Inverzna Jakobijeva matrica rt=—| :_{ 2 }

detd| <Ol = OL, detd| -J,, J
_Z_'X_ Z_IX‘ 1 11
on ' o0& !

= Determinanta Jakobijeve matrice detl=JJ,, —J,J,,

= Integracija pri odredivanju matrice krutosti u lokalnim prirodnim
koordinatama je u granicama od - 1 do 1, a to znatno
pojednostavljuje proceduru. Medutim, zbog slozenosti
podintegralnih funkcija uobiCcajeno je da se umesto
analitfickog resenja pri odredivanju elemenata matrice krutosti
koristi numericka integracija

8 6
V4“R4 y,Va V3“R3

= Ako je proizvoljni Cetvorougaoni KE 2l e 7 |
u obliku pravougaonika sledi b yall Ra” oyl R
0 1R IV_H ¥ : b
a Vi 1y V2R,
- d t) = b U, yu2
] [0 b e ] a (Xllyl) Rl:xl >3

| a N a N|
< e d



Izoparametarski konacni elementi.
Cetvorougaoni KE sa 4 cvora

= Jakobijeva matrica ne sme biti singularna, tj. njena
determinanta mora biti razlicita od nule, odnosno mora biti
obezbedena jednoznacnost preslikavanja

= Jednoj tacki referentnog elementa mora da odgovara samo jedna
tacka fizickog elementa. Jednoznacnost preslikavanja je narusena
kod Cetvorougaonih elemenata sa cvorovima u temenima (bilinearna
interpolacija) ako je jedan od uglova u temenima veci od 180°

Komentar
Generalno, kontrola geometrije
izoparametarskih elemenata
moze da se obavi preko
izraCunavanja determinante

X Jakobijeve matrice, t]. ako je
determinanta jednaka ili manja
od nule element je jako distorziran
pa je potrebno promeniti
(korigovati) geometriju KE
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Izoparametarski konacni elementi.
Cetvorougaoni KE. Lagranzov KE sa 9
cvorova

= |F glase

N1=L1(§)L1(77)' Nz_La(g L1(77

N, =Lz(§)L1 (77)' Ny

N, =1L, (f)Lz(ﬂ)

= Geometrija KE i raspodela pomeranja definisani su na slededi
nacin
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Izoparametarski konacni elementi.
Cetvorougaoni KE koji ima 4 do 9 cvorova

=S obzirom na to da izoparametarski KE mogu imati proizvoljan
broj Cvorova, IF mogu da se predstave na sledeci nacin

1 1 1 1 /\ n
N, =—(1- 1-n)——N.——N, ——N tn
1 4( ég)( 77) 5 s Ty s T 70,1) v, '
1 1 1 1 4(-1, ) ——1—13(1,1) ﬂ
N, :Z(1+§)(1_77)_5N5 _ENG _ZNe 8(-1,0) 9/(0,/0)|6(1, 0) s‘
1 1 1 1 ﬂ
N,=—(1+ 1+n)——N.——N, ——N 1(-1, -1 —42(1, -1
2= (1 E)(L4n) = SN =N, =, (1,2l
1 1 1 1
N, ==(1-&)(1+n)—=N, = =N, — =N,
4 2 2 4 Ako neki od &vorova 5 do 9 ne postoji
1— 1 1+ 1 odgovarajucu interpolacionu funkciju
N, =(1—§2)(TJ—EN9, Ng = (1—772)(75)—5/\/9 treba iziednaditi sa nulom
1+ 1 1-&) 1 R 180"
N, =(1—§2)(TJ—EN9, N, =<1—772)(T)—5N9 n g ___1/3(L)
1/3(L)
E /L
Ny =(1-&")(1-7") :

1/3(L)

X
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Izoparametarski konacni elementi.
Serendipiti KE sa 8 cvorova

IF =)@ (Emn 1), M= (1 E)(a-n)(E—n-1)
N, %(1+§)(1+77)(§+77—1) N4:%(1—§)(1+77)(—§+77—1)
ool el
N, :(1_52)(1%) N, :(1_,72)(

0,1
0 %0

8(-1,0) 6(1,0) ¢

»

—2(1, -1)
5(0, -1)

= Geometrija KE i raspodela pomeranja definisani su na slededi
nacin

x=§Ni(f.77)xi y=iNi(fﬂ7)Yi u=iNi(f;77)ui v=i1\’i(fﬂ7)vi
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Izoparametarski konacni elementi.

Trougaoni KE RN

3(0,1)

=« KE sa 3 ¢vora
« |F

N, =1-¢-1n, N,=&, N,=n 1(0,0) 2(1,0) 206,y) " xu

= Geometrija KE i raspodela pomeranja opisuju se na sledeci nacin
3 3 3 3

XZZNI'(é:'T])XI" y=ZN,(§,77)y,. U=ZN,.(§,77)UI., VZZN"(;U)V’

= KE sa é cvorova /\

= |F '

v
3(0,1)
L=1-¢é-n, L=& L=n
6(0, 1/2) 5(1/2,1/2)
N =L (2L, -1), N,=L(2L,-1), N,=L(2,-1) f - ¢
1(x, y1

N, =4LL, N, =4LL,, N, =4LL, 10,0) i )2(1,‘0) 7 (v 200, v2) , u

1/2,0 >

= Geometrija KE i raspodela pomeranja opisuju se na sledeci nacin

x=2N(Em)x, y=2 N (Emy,  u=2N(Emu, V=2 N (S,



Izoparametarski konacni elementi.

Trougaoni KE

= Odredivanje parcijalnih izvoda IF po prirodnim koordinatama

obavlja se na sledeci nacin

ON, _ ON, oL, N ON, 0L, N ON, oL,
o oL o0& oL, o0& oL, o&
ON, _ ON, oL, N ON, oL, N ON, oL,
on oL on oL on O, On

L=1-¢-n, L=¢, L=n
ON, _ 0N, ON,  ON, _ 0N, ON,
o& oL, o, on oL ol

= Trougaoni KE koji imaju 3 do é cvorova

1 1 1 1
N1=1_§_77_5N4_5N6' Nz=§_5N4_5N5
1 1

_ENS_ENG' N4=4§(1_§_77)

N, =4¢n, Ny =4n(1-£-7)
= Matrica krutosti
1

1 —&
k = j j BT DBhdet]dndé
=0 n=0

N, =n

Ako neki od ¢vorova 4 do 6 ne postoji
odgovarajucu interpolacionu funkciju tfreba
iziednaditi sa nulom

Jakobijeva matrica J, inverzna matrica J-1,
determinanta Jakobijeve matrice detd i
matrica B odreduju se analognhim postupcima
kao i kod Cetvorougaonog KE

Zbog slozenosti podintegralne funkcije
uobicCajeno je da se umesto analitickog
reSavanja integrala, pri odredivanju elemenata
matrice krutosti koristi numericka integracija
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Izoparametarski konacni elementi.
Vektor ekvivalentnog opterecenja

= lzoparametarski cetvorougaoni KE
= Konstantno zapreminsko opterecenje q = {q,q. g0} (h = const.)

Q,,, = [N'qdv = j ngxzth detJdédn = hU jNT detjdgqu{qm}
v

-1-1 -1-1 qyO
= Raspodeljeno opterecenje po ivici

= Analizira se izoparametarski Cetvorougaoni KE koji je opterecen linearno promenljivim
optereCnjem po ivici 1-2 za koju je lokalna prirodna koordinata n konstantna i ima
vrednost —1. S obzirom da se opterecenje menja linearno za vektor q; freba koristiti
linearne IF za opterec¢enu ivicu koje glase

y’ vlk 1
Q= j NTq,ds = j N qphdetsdé
Sq -1

1 1
NS,l =E(1_§)r Ns,z =E(1+9€)r N5,3 =Ns,4 =0

q — qu (g) _ NS,lqu,l + NS,qux,Z
i qby (5) NS,lqby,l + NS,quy,Z

Matrica N, se odreduje

uvrstavanjem prirodne
X, U koordinate opterecene
ivice u matricu
interpolacionih funkcija
za KE

4(-1,1)

1(-1,-1)
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Izoparametarski konacni elementi.
Vektor ekvivalentnog opterecenja

= lzoparametarski cetvorougaoni KE
= Raspodeljeno opterecenje po ivici

= S obzirom na to da se integracija obavlja u lokalnom prirodnom koordinathnom
sistemu diferencijalnu povrsinu dS neophodno je izraziti u funkciji lokalnih prirodnih

koordinata € i n. Diferencijalna povrsina ivice koja je izlozena optereCenju moze
da se izrazi na sledeci nacin

dS = hds  ds = detJodE,  det]s = 0x\" (97
: S S _4 € ]S 5’ € ]S - aé— f
x=;Ni(5:77)xi y=;Ni(f:U)}’i :|»6_x_x2—x1 5_}’_3’2—)’1

& 2 ' 9 2
Ns,1 Z%(l_é)r Ns,z :%(1_{_5), Ns,g =Ns,4 =0 f E

= U sluCaju jednako raspodelienog opterecenja qp, = {Qpyo. Opyo} PO iVici 1-2 U
pPravcu osa x iy sledi

hLl 2

Q" = {dvxo Avyo dbxo doyo 0 0 0 0}
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Numericka integracija. Gaus-Lezandrov
postupak

= Jednodimenzionalni, cetvorougaoni i heksaedarski
izoparametarski KE

[F(&)de= S wr(2)

i=1

Tacke integracije i tezinski koeficijenti e i (& Ll
IIF(glU)dgdU:ZWJ ZW,'F(é;”j) :ZZWUF(;rU} )r Wij :Wiw‘
Stepen —-1-1 j=1 i=1 i=1 j=1
n ) i i Wi . .
polinoma 111 nk nj ni
| L[S S Swr(n 0 -
1 1 1 0,0 2,0 5 244 k=1 = i=1
ni nj nk
|—sf = ZZZWU“F(;’UPQ’* ); W;j'k - W;ijk
5 2 1 |-0,5773502692 1,0 — 0 =Rk
0,5773502692 1,0 = =
1 |—0,7745966692 5/9 —
3 5 2 0 8/9 ¥ 0 ;
0,7745966692 5/9 ~ ) < . .
Q o Raspored tacaka integracije za
¢ Cetvorougaoni referentni element (red
1 |—-0,8611363116| 0,2478548451 — . e .
2 |-03399810436| 0,6521451509 |~ 5T integracije: a) 1x1, b) 2x2, c) 3x3 i d) 4x4)
4 7 3 | 02399210436 0,6521451549 | © @ o B
4 | 0,8611363116| 0,3478548451 | o o S o a) 1N b) N c) tn d) 1N
1 |-0,9061798459| 0,2369268851 £
2 |-0,5384693101| 0,4786286705 G[ . ‘;c f f f
5 9 3 0 0,5688888889 o o
a | 0,5384693101| 0,4786286705 | & i o &
5 | 0,3061798459| 0,2369268851
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Numericka integracija. Gaus-Lezandrov
postupak

= Trougaoni i tetraedarski izoparametarski KE

[ [ F(£m)dédn=> wF(&,n,)

ij

F(Em.8)dédnds = Y w(E,n,.2,)

i.jk

I o

1

<l

|

O C— O
CD'-—-.

Tacke integracije i tezinski koeficijenti

n Stepen polinoma &, ni w n | Stepen polinoma &, ni, G w
n
1 1 1/3,1/3 1/2 ‘ 1 1 1/4,1/4,1/4 1/6
1/6,1/6 1/6 B.BB app 1/24
3 2 2/3,1/6 1/6 b b BB e 1/24
1/6,2/3 1/6 4 2
o =0,58541020
1/3,1/3 ~27/96 n f=0,13819660
4 3 1/5, 1/5 25/96 i 1/4,1/4, 1/4 -2/15
3/5,1/5 25/96 BB BB 3/40
1/5, 3/5 25/96 5 3 Boa B BB a 3/40
a=1/2; p=1/6




Numericka integracija. Napomene

* Ukupan broj tacaka integracije kod tfrodimenzionalninh KE
iznosi nxnxn,, kod dvodimenzionalnih KE iznosi nxn; i kod
Jednod|men2|onoln|h KE iznosi n; i naziva se red mfegracue

= Kod dvodimenzionalnih i trodimenzionalnih problema nije
neophodno koristiti isti postupak numericke integracije za
svaku od osa

= Broj integracionih tacaka ne mora biti isti za svaku od osa

= Pri numerickoj integraciji kljucno je koji se postupak koristi i
koji se red integracije primenjuje (minimalan i optimalan)

= Kod Gausovog postupka, sa n tacaka integracije, dobija se
tacno resenje za polinom 2n - 1 stepena



Numericka integracija. Napomene

= Pravilo taéne zapremine

= Jedan od uslova za konvergenciju resenja (videti predavanje 05.) je
da KE moze da opise stanje konstantne deformacije, odnosno kada
velicina konacnog elementa tezi nuli, integrand B'DB u izrazu za
matricu krutosti treba da tezi konstanti, tj. sledi

k = JBTDBdV = BTDBJdV
%4 vV
= S obzirom na prethodno, potrebno je da se numerickom integracijom
odredi tacno resenje za zapreminu KE. Analogno vazii za
dvodimenzionalne i jednodimenzionalne konacne elemente, f1j.

numerickom integracijom potrebno je da se odredi taCno resenje za
povrsinu i duzinu elementaq, respektivho




Numericka integracija. Napomene

= Nizak red numericke integracije

= Red numericke integracije bitno utice na vreme proracuna pa se u
praksi tezi tome da se smanji red numericke integracije
= Ovo skracuje vreme proracuna

= Ali moze da prouzrokuje da matrica krutosti KE ima vecdi broj nultih svojstvenih
vrednosti od uje broja pomeranja kao krutog tela, a ovo ugrozava resavanje
sistema jednacina

= Distorzija elemenata utice na red integracije

= Kod KE pravilnih geometrijskin oblika za tacno odredivanje matrice
krutosti, potrebno je manje tacaka integracije nego kod distorziranih
elemenata

= Ako je distrozija KE u dopustenim granicama, moze da se zadrzi isti red
integracije kao i kod KE pravilnih oblika, a to ne utiCe na brzinu
konvergencije i na smanjenje tacnosti resenja

= Kod jako distorziranih KE potrebno je povecati red integracije




Numericka integracija. Napomene

= Preporuke za minimalni i optimalni red numericke integracije

= Geometrijski pravilni KE u slucaju linearne interpolacije (matrica k)

= detd je nezavisna od prirodnih koordinata pa zakljuCujemo da podintegralna
funkcija v izrazu za matricu krutosti k sadrzi polinome drugog stepena pa je za

tacnu infegraciju matrice krutosti potrebno n=2 intfegracionih tacaka Gausove
kvadrature

= Za tacnu integraciju nepravilnih elemenata (neparalelne strane, detd#const. )
potrebnojen > 2

[ | A n O | O g n O S e d O | Ozi d O [T';-Iv:r;gi;:reer::oglgl n:l;n:;:ts Integration order ‘Tpvr:n«:i;rt\:;ssi'o;zgemrrr\:irr\‘ts Integration order
p re p O I"U ke ZO e | e m e n -I-e and axisymmetric conditions) and axisymmaetric conditions)
sa kvadratnom

interpolacijom, kada se

koristi n=3 Gausove
_I_Oéke po SVOkOj Od 4-node distorted 2x2 9-node distorted Ix3

4-node 2x2 9-node L] ') 3Ix3

> o @

prirodnih koordinata za ‘
integraciju matrice k node

= Analogno se dolazi do
preporuka za vektor Q

4
16-node * a4x4

1'..!

Ix3

16-node distorted 4x4
3x3

8-node distorted




Numericka integracija. Napomene

= Pri reSavanju problema metodom pomeranja, u opstem
slucaju, mreza konformnih konacnih elemenata poseduje
vecu krutost od krutosti realne konstrukcije koja se analizira
(opomeranja su manja od realnih). Pimenom numericke
integracije sa manjim brojem tacaka (tzv. redukovana
integracija) priblizno se odreduju matrice krutosti konacnih
elemenata, a to ima za posledicu smanjenje krutosti mreze
konacnih elemenata, odnosno sa istom gustinom mreze
odreduju se resenja bliza tacnim. Medutim, primena
redukovane integracije moze da ugrozi konvergenciju
reSenja. Pored redukovane integracije koristi se i tzv.
selektivna integracija (poseban vid redukovane integracije)
kod koje se razliCiti delovi matrice krutosti numericki integrale
sa razlicitim redom (npr. koristi se kao jedan od nacina
eliminacije shear-locking-a kod analize savijanja plocaq)




Igoparameiarski KE. Primer 1.
Cetvorougaoni izoparametarski KE

= /a Cetvorougaoni izoparametarski konacni element koji ima 4
cvora potrebno je odrediti (ravansko stanje napona): matricu
krutosti, vektor ekvivalentnog opterecenja usled g = 10 kN/m? |
komponente napona i deformacije u tackama integracije
usled zadatih komponenata pomeranja cvorova KE

= Podaci: E=210:10¢ kPa, v =0,3, h =0,005 m,
koordinate ¢cvorova:

x; =001 m,x,=005m r="4 v.v4
X3=0,04m,x,=002m

y;=0,02m,y,=001m 9
y3=005miy,=0,04m A as:

komponente pomeranja | Y X=X X, U
cvorova: "

U, =0,00001 m

Vi=Uy=V,=U3=V3=0U,=Vv,=00m




Igoparqmeiarski KE. Primer 1.
Cetvorougaoni izoparametarski KE

= Matrica krutosti

k
1
J

-1-

= Za svaku tacku m’regrocue sa koordinatama &; i n; potrebno je
da se izracuna vrednost izraza F(g;, n;) i pomnozi fezinskim
koeficijentom w; = ww,. Sumiranjem rezultata za sve tacke
integracije odredUJe se matrica krutosti KE

[l
H.—.H

1
j B'DBhdetld&dn
N '=  F(&,n,)=B'DBhdet

I—"—.H

F(&n)dédn = ZZW F(&m),  w=ww,

i=1 j=1

= Primenjuje se red infegracije 2x2 gde su "
tacCke integracije obelezene slovima a, b, 4+ 3(1,2)
c i diistfovremeno su jednake prirodnim e
koordinatama 0,577...

Cfa:_l/\/gl 770:—1/\/; gbzl/\/gr 77[,:_1/\/5 1(-1,-1)
E=1/\3, n.=1/\B, &=-1/\B, n,=1/\3

2(1,-1)

-0,577..I'g
0,577...f-
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Igoparameiarski KE. Primer 1.
Cetvorougaoni izoparametarski KE

= Ukupni tezinski koeficijenti za tacke integracije iznose
w,=w,=w,=w,=10-1,0=1,0

“IF 1 1 1
M= (1-)a-n) M= (+)a-n) M= (18 (1en) M= (1-¢)(1)

= Jakobijeva matrica i njena inverzna matrica

J 6x_zaN
ox oy | [&oN. 4 ON. | g
o oy >k Yy,

)= o5 0g _| = 0g i 1 05 i _|:'/11 '112:| 'Ilz_ay 4 ':yl ~1+7)+y, (L=1)+y, (L+7)+y, (- 1_’7)]

[xl —14+7)+X,(1-17)+x, (1+7)+x, (- 1—77)]

(ol —= 55
8X ay 3 aNI 3 aNl '/21 '122 a)( aN
- —Lx. — V. _ s —
on on _; on ;577 y,_ Jy = e Z X, = [xl —1+ &)+, (1= &) +x, (1+ &) +x,(1-&) |
~ _ 1, = ay Z I:yl 1+§ +yz §)+y3(1+§)+y4(1 5)]
< oN, 4 oN, o
Z_yi _Z_yi
7 __1| = on = 05 __1 { S _J”} detd=1J,J —J_J
det) _Z“:% « Z“:% x. detd| —J,, Jy,
T 0S
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Igoparameiarski KE. Primer 1.
Cetvorougaoni izoparametarski KE

= Matrica B

N, N, N, N,

0

OX OX OX OX
a-| o ON, 0 ON, 0 ON, 0 ON,
oy oy oy oy

ON, ON, ON, ON, ON, ON, ON, ON
oy o oy oOx o oOx oy @ Ox

ON, ON, oN, 1 J a/v,._J ON. alel(_ ) 5"’2:1(_) %:1(
Bl | e Taenl e ey )

= < o
N, oN, ON. 1 ON. ON, N, 1 oN, 1 N, 1
— — i B N (Y il A A 1t 2 -2 (_1— 3.2
o on) oy detJ[ npg T n an] oy a9 Gy a8 5y =ated)
= Matrica D

. 3000 900 0
D=E 900 3000 O |-10°
0 0 1050
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Igoparameiarski KE. Primer 1.
Cetvorougaoni izoparametarski KE

= U svakoj tacki integracije neophodno je odrediti matricu
krutosti

= Tacka infegracije g u..(.m)=4(-1/+3,-1/3)=0,01789
detl, (&7, )=det)(~1/+/3,-1/+/3)=0,000225
Jia(0071,) = 4o (~1/3,-1//3) = —0,00289
Lo (€0m,) =4 (~1/43,-1/3) = 0,00289 (& ):{ 53,83666 12,83001}
a a’’la
-12,83001 79,49667
Dy (E1,) = JZZ( J§,—1/J§)=o,01211
=B(&,n,)=B(-1/3,-1/3)=
26,2892 0 19,8742 O ;7,0442= 0 0622 0 .
=| 0 262892 0 13,4592 0 7,04&2 0 32,7042 k, =B.DB,hdet w,
26, 2892-—26 2892-—13 4592 19,8742 70442 17,0442 32 7042 -—o 6292
[2,4222 11,1663 | —1,0349 | —0,1992 | —0,6490 | —0,3125 | —0,7383 | —0,6546 |
2,4222  —0,0854 . 0,4438 —0,3125 -0,6490 -0,7683  -2,2171
1,1900 | —0,4514 0,2773 0,0229 —0,4324  0,5139
) 0,8292 10,0534 -0,1189 0,5972 -1,1541|
. 01730 0,0837 01978 0,1754 | 1°
sim. 0,1739 0,2059 = 0,5941
0,9729 | —0,0347
2,7771
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Igoparameiarski KE. Primer 1.
Cetvorougaoni izoparametarski KE

m Anologmm postupkom odredUJu se U tackama integracije b, ¢
i d matrice krutosti k., k. i k,, respektivno, nakon Ccega se
njihovim sabiranjem odredUJe numericko resenje za matricu
krutosti ky, KE

[5,3052  1,8207 | —2,3453 | —0,1261 | —2,4833 | —1,9294 | —0,4766 | 0,2348 |
53052 0,1623 @ 1,4047 i -1,9294 @ —2,4833 | —-0,0537 | —4,2266
4,0510 : —-1,8810 : 11,4047 : -0,1261: —3,1104 | 11,8448
4,0510 : 0,1623 : —2,3453 | 11,8448 : -3,1104

ky = 5,3052 : 1,8207 : —4,2266 : —0,0537 10°
sim. 5,3052: 0,2348 : -0,4766
7,8136 : —2,0260
7,8136 |

- Anoll’rlcko resenje za matricu krutosti k, KE glasi

[5,3676 | 1,8112 | —2,3661 | —0,1230 | —2,4209 | —1,9388 | —0,5806 | 0,2505 |
53676 @ 0,1655: 1,3839: -1,9388 : —2,4202 : —0,0379 : —4,3306
4,0579 : -1,8821 : 1,3839 : -0,1230: -3,0757 : 11,8396
4,0579 ¢ 0,1655: -2,3661 : 11,8396 : —3,0757
53676 : 11,8112 : —4,3306 : —0,0379
sim. 5,3676 i 0,2505 : —-0,5806
7,9869 | —2,0522
7,9869




Igoparameiarski KE. Primer 1.
Cetvorougaoni izoparametarski KE

= Poredenjem odgovaragjucih vrednosti elemenata u matricama
krutosti ky, i k, zakljuCuje se da su reSenja odredena
numerickom i analitickom integracijom medusobno bliska

= Svojstvene vrednosti matrice krutosti k, su
{1,627-10° 981034 950722 515783 481635 0 0 0}

= Svojstvene vrednosti matrice krutosti ky, iznose
{1,617-10° 967659 939882 503263 467265 0 0 O}

Komentari:

« Odgovaragjuce svojstvene vrednosti matrice krutosti k, malo su vece od svojstvenih vrednosti matrice krutosti
ky. 1j. element Cija je matrica krutosti k, malo je krudi.

« U oba slu€aja broj nultih svojstvenih vrednosti odgovara broju stepeni slobode elementa kao krutog tela (dve
translacije i jedna rotacija).

« Obe matrice su pozitivno semidefinitne.

« Krutost konacnog elementa moze da se proceni pomocu fraga matrice krutosti. Trag matrice krutosti k, ima
malo vecu vrednost, za priblizno 1,3%, od vrednosti fraga matrice krutosti ky. Ako bi se krutost konacnog
elementa procenjivala preko srednje kvadratne vrednosti odredene na osnovu koeficijenata matrice krutosti
tada element Cija je matrica krutosti k, ima malo vecu krutost s obzirom na to da je srednja kvadratna
vrednost matrice krutosti k, veca, za priblizno 1,1%, od srednje kvadratne vrednosti odredene na osnovu
koeficiienata matrice krutosti ky,
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Igoparameiarski KE. Primer 1.
Cetvorougaoni izoparametarski KE

= Vektor ekvivalentnog opterecenja

=S obzirom na to da opterecena ivica 2-3 ima konstantnu
lokalnu prirodnu koordinatu ¢ = 1 interpolacione funkcije glase

1 1
Ny =0 szz(l—n) N3:§(1+77) N,=0

= Vektor spoljasnjeg opterecenja glasi

_ | 9px(x,¥)| _ (10cos(45°)
B y) = {qby(x, y)} - {105in(45°)}

q, = dpx (77) _ Ns,0,,, +Ns 305 qpx (M) = 5v2 Q@ (1) = {qu(n)} _ {5\/5}
’ 4y (77) N;,q,,, +Ns30,, 5 qpy (M) = 5v2 b by (1) 5v/2
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Igoparameiarski KE. Primer 1.
Cetvorougaoni izoparametarski KE

= Vektor ekvivalentnog opterecenja

= Geometrija opterecene ivice moze da se opise na slededi
nacin

X = Ns,2X2 +N5'3X3 y :Ns,zyz +Ns,3y3

= Parcijalni izvodi Dekartovih koordinata x i y po lokalnoj
prirodnoj koordinati n

X _X3=X, 0¥ Yi—V,

on 2 on 2
= Determinanta Jakobijeve matrice

2 2
det), = X n | _bs L, =\/(x2 ~x,) +(y, —y,)" =0,04123106
0 on 2
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Igoparameiarski KE. Primer 1.
Cetvorougaoni izoparametarski KE

= Vektor ekvivalentnog opterecenja

1
Q= [N (17)a, (7)hdetd,dy

= Ako se usvoji jedna tacka integracije sledi
n,=0 w, =20

= Maftrica interpolacionih funkcija za tacku integracije ima oblik

0 0

o N | =
O N[k

1 1

= Vektor opterecenja za tacku integracije glasi q, (7, =o)={

52
542




Igoparqmeiarski KE. Primer 1.
Cetvorougaoni izoparametarski KE

= Vektor ekvivalentnog opterecenja
= Determinanta Jakobijeve matrice za tacku intfegracije ima

vrednost

detJ; (77, =0)=0,0206155
= KoristeCi prethodne izraze sledi

Q3 KQZX\
Q)%
QS Q3X
Q) Q)

Komentar:

L =N

(n, =0)a, (7, =0)hdetJ; (1, =0)w, =/

0,000728869 |
0,000728869
0,000728869

0,000728869

kN

Analiticko resenje za vektor ekvivalentnog opterecenja jednako je resenju
odredenom numeriCkom integracijom. Ovo je posledica Cinjenice da su elementi
vektora Q u podintegralnom izrazu polinomi prvog stepena, a Gausovim
postupkom numericke integracije moze da se odredi tacno reSenje za polinom do
2n - 1 stepena, tj. sa jednom tackom integracije dobija se tacno resenje za
polinom prvog stepena
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Igoparameiarski KE. Primer 1.
Cetvorougaoni izoparametarski K

= Komponente deformacije
€=Bd d" ={0,00000 0 0 0 0 0 0 Ofm

—262,891712 —236,148241 -70,441622
g, =B,d= 0,0;-10° g, =B,d= 0,0;-10° g, =B d= 0,0¢-10° g, =B, d=

—262,891712 —97,185092 —70,441622

= Komponente napona

c=DBd d' ={0,00000 0 0 0 0 O O Ofjm

—60,667 —54,496 -16,256
o,=DB,d=Dg, ={-18,200- MPa ¢, =DB,d=Dg, =<-16,349; MPa o, =DB d=Deg =4 -4,877: MPa  ¢,=DB,d
-21,234 ~7,850 5,690

—-10,228571
0,0+-10°°
—323,104763

~2,360
=Dg, ={ -0,708

—-26,097

62

}MPa
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Izoparametarski KE 1

Primer 2 A

Serendipiti KE sa 8 ¢vorova bl
e h

= Podaci su: g = 10* kPa, modul ) L "
elasticnosti E = 31 GPa, Poasonov koeﬂcuen’rv 0,2, debljina
h=0,2m,visinaH=1T0mirasponL=1m

Vektor
Vektor nepoznatin
Y, V4 pomeranja  pomeranja
y=Y,v 8 14 6 u, | s
Vy R4y vy R7y Vs R3y C[1 U1 1 T
7 (X7; y7) 3 (X3, y3) Uy Uy ” us d v 2 Vz 4444444 4
4 (X4, Ya) Up=v;=0 »7———13 > 2 N u 1
4 Ry 7 Ry 3 R, d | |u s 3
............... V2
116 112 d, v, | 4 N
Vg R8y Vg R6y q ) e d - l.l5 ““““ 9
usg Ug =37y v 10
8 (xs, 6 (Xs, =vg=0 +——>15 —11 | e | o
(xs, ¥s) (X6, Vo) Ug = Vg 8 R, 6 R d, u7 E o T
2 10 18 | V7|2 v |12
v,z vilR vig e R e
x=X,u 0 1yul I 5yu5n 2yu2 X U 315 0 u |
> U, =v, = >3 : >0 >3 > %
1(x,y1)  S5(xs,¥s)  2(x,y,) "TT1 Ra 5 Ry 2 Ry 6 s 1 Ve
-1
d =K S
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. vogT
Izoparametarski KE Lk
° * [
Primer 2 0]
Serendipiti KE sa 8 cvorova g
(] (] (] [ X ] _’||‘_I1__
= Matrica krutosti (red integracije 3x3) ’ L ;
S :_\/0'_6' 7 =-0,6, w, =
& =0, 7722—\/0,_6, w, = _8211 0 (ZVZ 0 o .. 6(;\,8 0
n N, oN, N,
7 Is 5 §=\06, 1 =-J06, w,= 0
"""" ¢ ®- ON, ON, ON, ON, ON, N,
& =-06, 1,=0, w, = oy ax ay oax oy x|
4 5 6| ¢
—® ° | —

& =0, ns =0, W, =

777777 ‘ T ‘ & = \/0'_6 , ns =0, W, =
57:_’\/01_6' n, = 0,6, w, =

& =0, n,=+40,6, w,=

S :\/0'_6' Ty :\/O'_G' Wy =

32,2917 6,4583 0
D=| 6,4583 32,2917 0 -10°
0 0 12,9167

Ol Ol V|luT O|LT | |1 |1 O] O|WL
Ol Ol |1 O] O|W V|0 |1 O|LT ©O|L
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4
Izoparametarski KE .
° * [
Primer 2 R
S dipiti KE sa 8 € \
erendaipiti sSa &6 Cvorova .
(] (] L] (1] _’| |‘_h
= Matrica krutosti (red integracije 3x3) ’ L "
= Tacka integracije 1
Jiia 6..1,)=0,5
J Ef ;:0 50 o1 -2,0619 0 -0,687298 -+ 0,4 0
e j detJ, (&,7,)=0,25 1;1(51,771):{6 ,o| B 0 206 0 .0 2,74919
a1 (61,1) =0 e -2,0619 —2,0619 -0,0872983 .- 2,74919 0,4 |
122,1(51’771):0’5 i 1 2 15 16 1
2,96604 | 1,27116 | --- | —0,71892 | —0,40056 | 1
2,96604 | - —1,04772 | —2,6604 . o ..
k, =B]DB,hdet),w, k, = i ; : 2 -10° itd. za ostale tacke interacije
sim. 1,58629 | —0,3288 |1s
3,79829 ||
= Numericko resenje za matricu krutosti
[ > 15 16 | Komentar:
5,22407 : 1,82986 : --- | —1,86574 ' —0,43056 | 1 Analificko resenje za matricu krutosti jednako je
5,22407 | -+ —1,29167 | —5,56852 | 2 . humeriCkom reSenju. Matrica krutosti je pozitivno
ky = : : : 10 semidefinitna i ima 3 svojstvene vrednosti jednake nuli,
sim. 8,03704 0 5 odnosno broj svojstvenih vrednosti jednakih nuli jednak je
128593 |16 broju stepeni slobode konacnog elementa kao krutog tela
- -16x16 (dve translacije i jedna rotacija)
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Izoparametarski KE 1

Primer 2 A

Serendipiti KE sa 8 ¢vorova bl
e h

= Vektor ekvivalentnog optereéenja ’ "
(analogni postupak kao i u prethodnom zadatku)

= OQpterecena ivica 2-3 ima konstantnu lokalnu prirodnu koordinatu § = 1
= Maftrica IF za opterecenu ivicu glasi

N =

S

1 1
5(—1“7)77 0 5’7(1“7) 0 1= 0 }
2

1 1
0 E(—1+77)17 0 577(1+77) 0 1-n

= Vektor spoljasnjeg opterecenja

R PR N
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Vg T
(]
Izoparametarski KE .
° * [
Primer 2 KT
[ ] opgeo ~ ‘
Serendipiti KE sa 8 cvorova LB
. s . Sfeh
= Vektor ekvivalentnog opterecenja ’ ;
= Determinanta Jakobijeve matrice za opterecenu ivicu (£ =1,
i=2,31i6) glasi
C(xY (oy) oy woN, 1
et _\/(GUJ +[677J “on Loy 2
= Koristeci prethodne izraze sledi
v
) 0 3 8 14 K3
Q2x """""""""" e Va R4y V7TR7y V3 Rs,
Q -333,3 | 4 up=ve=0 7L a3 L s
2y A ax 7 Ry 3 Rsx
Q, 1 0 5 V“ll?e “,1?2
— *L— [NTa. hdet) dn=<"" N 8| Rsy Vs |Rey
Q1 <st :[ sYp et a7 =9 3333 ) ; he = v =0 -8_75835 6-_75631
Q.| 0 |n 2 10
Q, e vk VsTRSyu iRy
v -1333,3 | » U =v; =0 f— o3
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Izoparametarski KE
Primer 2

Serendipiti KE sa 8 cvorova

= Resenje za pomeranja

aa

3 4 13 14
5,22407 | —1,82986 —3,04259 | 0,43056 | s
5,22407 0,43056 —1,5787 | 4
: : -10°
sim. 12,8593 0 |
8,03704 | 1
L 10x10
-9,4868 | 3
st
19,4868 | s Taé&no resenje za ugib
~20,3629 | & kraja konzole glasi
B \ 3
—7,8098 10 .10 m Vi =— 9. h:L3 —(4+5V) g, hZL
~19,8717 | 2
e
e

Komentar:

OMKE 68
‘ -
[
¢ [
[
* [
‘ q H
* z . A
~>{f=h
0 3 le N
44444444444444444444444444 [ ™
=Sa =
=-20,9677-10" m
0 L M 1 M Tag
1 1 P 18 D 18 Pl o ¢l ?CF‘I(.)
| N N i redenje
Ugib
4 —10,2244|-14,3779|—- 19,1515 |-19,8717 |— 20,2493 |- 20,9677
Ve +107"[m]
Gresdka u
odnosuna | o, 5 31,4 8,7 5,2 3,4 /
tacno

reSenje [%]




